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12.1 Prolog
Dne 26. bfezna 2014 oznamil pfedseda Norské akademie véd Nils
Christian Stenseth, Ze Abelovu cenu za rok 2014 ziskd rusky ma-

tematik prof. Jakov G. Sinaj za své fundamentdlni prispévky k teorii
dynamickijch systémi, ergodické teorii a matematické fyzice.
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V pondéli 19. kvétna 2014 se J. Sinaj nejprve zucastnil kladeni
kvétin a vénct u pamatniku Nielse Henrika Abela v krélovské zahradé
v Oslu (viz obr. 12.1). Nasledujici den pak laureat prevzal Abelovu
cenu v hlavni aule univerzity v Oslu. Vecer pak Norski akademie

véd uspofadala slavnostni banket na pocet prof. Sinaje na zamku
Akershus.

Dne 21. kvétna J. Sinaj proslovil na univerzité v Oslu odbornou
laureatskou prednasku Now everything has been started? The origin of
deterministic chaos. Poté nésledovaly tii abelovské prednasky shrnu-
jici laureatovo dilo. Prvni proslovil Gregory Marguli, nositel Fieldsovy
medaile, na téma Kolmogorov-Sinai entropy and homogeneous dyna-
mics. Jako druhy vystoupil Konstantin M. Chanin s prednéskou
Between mathematics and physics. Ve tieti prednasce Mathematical
billiards and chaos se Domokos Szasz pokusil odpovédét na otéazku,
zda miize ndhodné chovani vzniknout v ¢isté deterministickych systé-
mech. O den pozdéji pronesl prof. Sinaj jesté dalsi pfednasku popu-
larizujici matematiku pro studenty na univerzité ve Stavangeru.

Profesor Sinaj je uznavanou osobnosti jak mezi matematiky, tak
mezi fyziky. Pracuje v Matematickém tstavu na univerzité v Prin-
cetonu a Landauové tstavu pro teoretickou fyziku Ruské akademie
véd. Neni proto divu, Ze je autorem stimulujiciho ¢lanku Mathemati-
cians and physicists = Cats and dogs? [14], v jehoZ zavéru se svéruje:
Obuvykle fyzikum nediverugi, dokud nenaleznu svij vlastni dikaz nebo
alespon objasnént jejich vysledkii.

Jakov Sinaj ziskal Abelovu cenu mj. za prace svazujici teorii deter-
ministickych dynamickych systémii s teorii stochastickych systémii. Je
po ném pojmenovana cela fada matematickych pojmi, napt. Kolmo-
gorovova—Sinajova entropie, Sinajiv kule¢nik (billiards), Sinajova na-
hodnéa prochazka, Sinajova-Ruelleova-Bowenova mira ¢i Pirogovova—
Sinajova teorie.

12.2 Strucny zivotopis

Jakov Grigorjevi¢ Sinaj se narodil 21. zari 1935. Oba jeho rodice byli
mikrobiologové. Dédecek z matéiny strany, matematik Veniamin Fjo-
dorovi¢ Kagan, byl vedoucim oddéleni diferencialni geometrie na Mos-
kevské statni univerzité (MGU) a hodné se svému vnuku Jakovovi
vénoval.
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Obr. 12.1 Socha NIELSE HENRIKA ABELA v Oslu (foto J. E. Vatne)

Jakov Sinaj zacal studovat v roce 1952 na Fakulté mechaniky
a matematiky MGU. V roce 1957 uspésné zakoncil studium, v ro-
ce 1960 ziskal védecky titul kandidata véd a o tii roky pozdéji i velky
doktorat. Jeho skolitelem byl slavny rusky matematik Andrej Niko-
lajevi¢ Kolmogorov. Na MGU se J. Sinaj aktivné tcastnil seminafe
o ergodické teorii.

Jiz v roce 1962 mél Sinaj zvanou prednésku na Mezinarodnim
kongresu matematiki ve Stockholmu (celkem prednasel na téchto kon-
gresech ¢tytikrat). V letech 1960-1971 pusobil jako védecky pracovnik
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v laboratofi pravdépodobnostnich a statistickych metod MGU. Poté
se stal profesorem na MGU a vedoucim védeckym pracovnikem v Lan-
dauoveé ustavu teoretické fyziky Ruské akademie véd. Tento tstav byl
zalozen v roce 1964 ve mésté éernogolovka asi 40 km severné od
Moskvy.

Profesor Sinaj vyskolil vice nez 50 Ph.D. studenti. Je velice re-
spektovanym pedagogem na univerzité v Princetonu. Jeden z jeho
studentii o ném prohléasil: Byt v jeho tridé je velice inspirationi . . . Pri-
tomni citi okamzitou potrebu vstoupit do déje — vyzaiuje z néj hma-
tatelné nadsent, které nds inspiruge.

V roce 1997 byl Jakov Sinaj ocenén prestizni Wolfovou cenou.
V letech 1997-1998 pusobil na Princetonské univerzité a v roce 2005
nastoupil na Kalifornsky technologicky tstav v Pasadené. V roce 2001
byl zvolen predsedou vyboru Mezinarodni matematické unie, ktery
udé€loval Fieldsovy medaile dal$i rok na kongresu v Pekingu. V ro-
ce 2002 mu byla udélena Nemmersova cena za matematiku. Béhem
zivota ziskal mnoho dalSich ocenéni, napr. Diracovu medaili ¢i Boltz-
mannovu zlatou medaili. éestny doktorat mu udélila Varsavska uni-
verzita (1993), Budapestska univerzita (2002), Hebrejska univerzita
v Jeruzalémé (2005) a univerzita ve Warwicku (2010). Profesor Sinajj
byl zvolen ¢lenem, popf. ¢estnym cClenem mnoha akademii a védec-
kych spole¢nosti, napt. Americké akademie uméni a véd (1983), Ruské
akademie véd (1991), Londynské matematické spole¢nosti (1992), Ma-
darské akademie véd (1993), Americké narodni akademie véd (1999),
Brazilské akademie véd (2000), Academia Europaea (2008), Polské
akademie véd (2009) a Londynské kralovské spolec¢nosti (2009).

12.3 Rad a chaos v dynamickych systémech

Pod pojmem dynamicky systém chapeme matematicky popis a vy-
voj néjakého fyzikdlniho systému v ¢ase. Systém mé obvykle mnoho
pripustnych stavi, které tvoti tzv. fazovy prostor. Cesta ve fazovém
prostoru pak popisuje dynamiku uvazovaného systému. Dynamicky
systém muze byt ¢isté deterministicky, napf. systém diferencialnich
rovnic 1. fadu popisujici pohyb kyvadla. Ze zadané polohy a rychlosti
mizeme jednoznacné vypocitat jeho budouci stavy. Druhym extré-
mem je stochasticky systém, jehoz budouci vyvoj je zcela nejisty, napr.
hézeni minci.
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Jiz od dob Isaaca Newtona pouzivaji matematici, fyzici a inzenyfti
diferencialni rovnice, aby vysvétlili rozmanité pf¥irodni jevy a predpo-
védeéli, jak se budou vyvijet v ¢ase. Mnohé z téchto rovnic obsahuji
téz stochastické ¢leny vyjadiujici jistou nahodilost. Siroké spektrum
modernich aplikaci deterministickych i stochastickych evolu¢nich rov-
nic popisuje pohyby planet, oceanské proudy, fyziologické cykly, po-
pula¢ni dynamiku, elektrické obvody aj. Pfitom chovani nékterych
systému lze predpovédét s vysokou presnosti, zatimco jiné se zdaji
byt chaotické s naprosto nepredvidatelnym chovanim. Takto je Tad
a chaos divérné spojen. Miizeme najit chaotické chovani v determi-
nistickych systémech (viz napf. [8, s. 202]). Na druhé strané statis-
tickd analyza muze zase vést k nékterym definitivnim predpovédim
(srov. [15]).

U vétsiny dynamickych systémi mame dobry piehled o tom, co
udéla systém na kratkych ¢asovych intervalech, zatimco délat dlou-
hodobé predpovédi je velice obtizné. Typickym piikladem je problém
predpovédi pocasi, kdyz mame v pevném case zadano rozlozeni tep-
loty, tlaku, vlhkosti apod., coz je bod ve fazovém prostoru. Spravné
predpovéd pocasi na 10 minut dopfedu je jisté mnohem realistic¢téjsi
nez na 10 dni.

V roce 1982 J. Sinaj napsal spole¢né s I. P. Cornfeldem a slavnym
ruskym matematikem S.V. Fominem obséhlou monografii [3] o ergo-
dické teorii. Sergej Vasiljevi¢ Fomin se bohuzel jejtho vydéani nedozil.
Ergodicka teorie studuje pohyby v tzv. méFitelném prostoru (M, S),
kde M je dany abstraktni prostor a & je o-algebra podmnozin mno-
ziny M, tj. neprazdny mnozinovy systém obsahujici s kazdou mnozi-
nou také jeji doplnék v M a s kazdym nejvyse spocetnym systémem
mnozin také jeho sjednoceni. Na M se obvykle definuje mira p a pak
se uvazuje trojice (M, &, ), jez se nazyvéa prostorem s mirou.r Po-
kud p(M) = 1, pak hovoiime o pravdépodobnostnim prostoru a p se
jmenuje pravdépodobnostni mira.

Ergodickd teorie se pouziva k TeSeni celé fady problému. Jako
priklad uvedme nésledujici uzitecné tvrzeni z teorie cisel, které lze
dokézat pravé pomoci ergodické teorie (viz [3, s.159]). K tomuto
ucelu nejprve pripomenme, ze posloupnost realnych ¢&isel zq, 2o, . . .,
0 < x, <1, je rovnomérné rozloZend v uzavieném intervalu [0, 1],

Prostor s mirou (angl. measure space) je tedy specidlnim p¥ipadem méFitel-
ného prostoru (angl. measurable space).
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jestlize pro kazdou spojitou funkci f z prostoru C([0,1]) plati nasle-

dujici rovnost
n 1

lim S Zf(xj) = [ f(z)dz.

0

Oznacme jesté
{r} =2 —[a],
kde [z] je cela ¢ast realného ¢isla x.

Véta. Necht m > 1 a P(x) = agz™ + a12™ ' + - -+ + a,, je polynom
s realnymi koeficienty, z nichZ alespon jeden koeficient ay, je iracionalni
pro 0 < k < m. Pak je posloupnost x, = {P(n)} pron = 1,2,...
rovnomérné rozlozend v intervalu [0, 1].

Kdyby vsechny koeficienty a; pro 0 < k < m byly racionalni ¢isla,
potom by podobné tvrzeni evidentné neplatilo.

Jakov Sinaj uc¢inil mnoho fundamentalnich objevt v oblasti dyna-
mickych systému a nalezl prekvapivé souvislosti mezi fadem a chao-
sem (podobné jako desaty laureat Abelovy ceny Endre Szemerédi,
viz [7, s.78]). Podstatné tak obohatil ergodickou teorii,? ktera vy-
Setfuje tendenci dynamického systému projit vSemi svymi moznymi
stavy podle urcité ¢asové statistiky. Ve statistické mechanice zase
zkoumal chovani velkého systému ¢astic (napf. molekul v plynu).

Prvni dulezity Sinajuv vysledek byl inspirovan jeho skolitelem Kol-
mogorovem. Jednalo se o nalezeni jistého invariantu dynamického sys-
tému, ktery pozdéji dostal jméno Kolmogorovova—Sinajova entropie.
Tento pojem nyni hraje dulezitou roli pri studiu slozitosti systému po-
moci teoretického popisu trajektorii zaloZzeného na pojmu miry. Sinaj
tak jako prvni polozil zédklady ke klasifikaci slozitosti daného dynamic-
kého systému. Kolmogorovova—Sinajova entropie méii nepfedvidatel-
nost chovani daného dynamického systému. Cim je nepredvidatelnost
systému vyssi, tim je vyssi i jeho entropie.

Pojem Kolmogorovova—Sinajova entropie zobechuje Shannonovu
entropii, zndmou z teorie informace, kde zprava je nekonecna posloup-
nost symbolu z dané abecedy (tj. fazového prostoru). Posun v Fetézci

2Ergodické teorii se vénovala také Maryam Mirzakhaniova (1977-2017) ze
Stanfordovy univerzity (viz [9]), ktera v roce 2014 jako prvni Zena v historii zis-
kala Fieldsovu medaili za matematiku. Byla snachou byvalého predsedy Ceskeé
astronomické spolecnosti Jana Vondréka.
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o jeden symbol vpred urcuje dynamiku systému. Shannonova entropie
méri, jaky symbol mizeme predvidat v nasledujicim kroku. Nepied-
povéditelnost nasledujictho symbolu je tak vlastné ekvivalentni nové
informaci.

12.4 Entropie binarnich posloupnosti

Uvazujme dynamicky systém, jehoz stavovy prostor se skladé ze vSech
nekonec¢nych binarnich posloupnosti, tj. posloupnosti nul a jednicek.
Jeho dynamika bude dana operatorem posunuti. Tento systém se na-
zyva Bernoulliovo schéma po velkém matematikovi 17. stoleti Jacobu
Bernoulliovi.

Jako konkrétni priklad budeme vySetrovat nasledujici kone¢nou
binarni posloupnost délky 50:

11010010001010111011011000101010100011100110100011.  (12.1)

Polozme si otazku, zda byla posloupnost (12.1) vygenerovana néa-
hodné.

Nejprve uvedme nékolik zjevnych skuteénosti:

1. Uvazovana posloupnost obsahuje 25 nul a stejny pocet jednicek.

2. Na 30 mistech se méni 0 na 1 nebo naopak. Na 19 mistech je cifra
stejna jako na predchozi pozici. Ve zcela ndhodné posloupnosti
by se tyto poc¢ty mély k sobé blizit.

3. Posloupnost (12.1) obsahuje 6 podposloupnosti tii stejnych ci-
fer, ale zadnou podposloupnost ¢tyt stejnych cifer, tj. 0000 ne-
bo 1111. Pfitom v ndhodné generované binarni posloupnosti dél-
ky 50 bude existovat podposloupnost se ¢tyimi stejnymi ciframi
s pravdépodobnosti cca 98 %. Tento fakt naznacuje, Ze posloup-
nost (1) patrné nebyla ndhodné vygenerovana.

Pravda je takova, ze posloupnost (12.1) byla vytvorena zkusmo
tak, aby vypadala jako ndhodné. Jak ale ukazuje predchozi analyza,
zména cifer probihala prilis casto.

Pokud vygenerujeme binarni posloupnost zcela nahodné,® pak vy-
skyt 0 ¢i 1 mé zfejmé pravdépodobnost p = % V uvazovaném piikladu

3Statistické vlastnosti generdtort nahodnych &isel jsou napiiklad studovany
v ¢lanku [1].
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se skutecné zda, ze vyskyt 0 a 1 ma stejnou pravdépodobnost. Cet-
nost vyskytu dvojic 01 a 10 je 60 %, zatimco jen 40 % pripada na dvo-
jice 00 a 11. Tento rozdil v predpovédi je kvantifikovan v entropii sys-
tému. Jak jiz bylo feceno, ¢im je chovani systému méné predvidatelné,
tim mé systém vétsi entropii. Zcela ndhodna binérni posloupnost méa
entropii In2 = 0.693147 ... Entropie posloupnosti (12.1) je 0.673, coz
je jen o trochu mensi hodnota. Entropie obecného Bernoulliova sché-
matu se dvéma hodnotami s pravdépodobnostmi p a 1 — p je dana
vztahem

E=—plnp—(1-p)ln(l—p).

Bernoulliovo schéma muze mit vice hodnot. Napfiklad mnozina
vSech nekonec¢nych posloupnosti z velkych pismen anglické abecedy
jich ma 26. Znamy matematik John von Neumann si kladl zalud-
nou otézku, zda je mozné, aby dvé strukturné odlisna Bernoulliova
schémata davala stejné vysledky. Jako ptiklad uvazujme dvé Bernoul-
liova schémata BS(3,3) a BS(3, 3, 3), kde zlomek oznatuje pravdé-
podobnost vyskytu piislusného pismena abecedy v Bernoulliové sché-

matu BS(---).

Problém vyfesil Donald Ornstein [10] v roce 1970. Odpovéd na von
Neumannovu otazku zni NE, a tedy dvé strukturné rtizna Bernoul-
liova schémata davaji odlisné vysledky. Zékladem pro toto tvrzeni* je
Sinajova a Kolmogorovova idea z roku 1959. Zde je tfeba poznamenat,
ze Kolmogorovova—Sinajova entropie je pravé to, co separuje rizné
Bernoulliova schémata.

12.5 Sinajav kule¢nik

Dynamicky kuleénik je matematicka idealizace skute¢ného kule¢niku,
kde stil nemusi mit jen obdélnikovy tvar a miize byt navic viceroz-
mérny (viz [3, s. 143| pro polyedrické ¢i polytopické oblasti). Presnéji
FeCeno, prislusny dynamicky systém popisuje trajektorii pohybujiciho
se nehmotného bodu v ohranic¢ené oblasti s hranici po ¢astech hlad-
kou. Mimo hranici se ¢astice pohybuje pifimocafe stale stejnou kon-
stantni rychlosti. Pfi narazu na hladkou ¢ast hranice se odrazi podle
klasického zdkona odrazu, kdy tihel odrazu je stejny jako tithel dopadu.

40rnsteinova véta o izomorfismu Bernoulliovych automorfismi se stejnou
entropii je elegantnéji dokédzana v monografii [3]. Zde uvadény dukaz se lisi od
pavodniho Ornsteinova dikazu [10].
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Obr. 12.2 Sinajuv kule¢nik (nakreslila H. Bilkov4)

Pravdépodobnost dopadu ¢astice na vrchol, hranu apod. je rovna nule.
Tento ptipad je tieba vySetfovat individualné (viz [3, s. 138]).

Sinajuv kule¢nik (viz napt. [3], [11]) je zndzornén na obr. 12.2.
Tento zjednoduseny model vznikl pii studiu chovani molekul ideal-
niho plynu v uzaviené nadobé. Sinaj jej navrhl jako piiklad inter-
agujiciho hamiltonovského systému, ktery znazoriuje jisté termody-
namické vlastnosti (m4 kladné Ljapunovovy exponenty a vSechny tra-
jektorie jsou ergodické), a proto se mu nékdy téz rika Lorentzuv plyn.
Systém ma zdéanlivé chaotické chovani. Pomoci tohoto modelu Sinaj
objevil, Zze chovani molekul idealniho plynu se ¥idi trajektoriemi Ha-
damardova dynamického systému z ¢lanku z roku 1898. To byla prvni
prace, ktera se systematicky zabyvala matematickym chaosem.

Dynamicky kule¢nik 1ze zobechovat riznymi zptsoby. Misto rovin-
ného kuleé¢niku mizeme uvazovat i dvojrozmérnou varietu s nenulo-
vou kiivosti (napf. hemisféru). Pfimocaré pohyby nehmotného bodu
jsou pak nahrazeny rovnomérnym pohybem podél geodetik, coz jsou
zhruba feceno nejkratsi spojnice mezi dvéma ruznymi body. Jedné
se vSak stéle o deterministicky systém, protoze trajektorie je jedno-
znac¢né urc¢ena pocatec¢ni polohou a smérem.

V klasickém obdélnikovém kule¢niku zadné chaotické chovani ne-
nastava. Mala zména pocatecnich podminek zptsobi podstatnou
odchylku v trajektorii na ur¢itém casovém intervalu, kde ale odchylka
bude linearni funkef ¢asu. Chaotické chovani je v8ak charakterizovano
exponencidlnim ristem odchylky, coz pravé Sinajuv kule¢nik spliuje.
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Obr. 12.3 Bunimovi¢uv kule¢nik (nakreslila H. Bilkova)

Puvodné existovala hypotéza, ze chaotické chovéani je zptsobeno kon-
kdvnim tvarem vnitini hranice (viz obr. 12.2). Pak ale v roce 1979
Leonid Bunimovi¢ 2] dokézal, ze pro konvexni kule¢nik ve tvaru atle-
tického stadionu (viz obr. 12.3) také dostavame chaotické chovani tra-
jektorii.

12.6 Neékolik poznamek na zaveér

Koncem 50. let minulého stoleti organizoval Andrej N. Kolmogo-
rov (1903-1987) na MGU sérii seminait vénovanych dynamickym
systémum. Béhem nich ¢asto padala otazka, zda je mozno najit struk-
turalni podobnost dvou rtznych dynamickych systémi. Mlady tcast-
nik seminare Jakov Sinaj tehdy vytesil kladné tento problém pomoci
pojmu entropie dynamického systému. I svymi dalsimi vysledky vy-
znamné obohatil teorii dynamickych systémi. Pomoci pojmu entropie
umoznil jejich klasifikaci a lepsi chapéani jejich slozitosti. Jeho man-
zelka Jelena B. Vulova je také matematicka a fyzicka. Spole¢né napsali
nékolik praci publikovanych v renomovanych mezinarodnich casopi-
sech.

Prevazna vétsina Sinajovych praci se tyki TeSeni problému ma-
tematické fyziky, Schrodingerovy rovnice, Navierovych—Stokesovych
rovnic, Lorentzova plynu, Markovovych procesii, kule¢nikovych tra-
jektorii, invariantnich a Gibbsovych mér, stochastickych operatorii,
diferencialni geometrie, teorie Cisel, teorie chaosu, teorie stochastic-
kych modelu dynamiky tekutin (srov. téz [4]), ergodické teorie a dy-
namickych systému. Na tato témata napsal nékolik monografii (viz
napi. [3], [12], [13]) a pFes 200 védeckych ¢lankt, evidovanych data-
bazemi Mathematical Reviews a Zentralblatt fiir Mathematik.
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